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Tragom jedne nejednakosti o brojevnim sredinama
Dragoljub Milošević1
Poznata nam je nejednakost izme -du aritmetičke i kvadratne sredine dva pozitivna







, tj. A(a, b) ≤ K(a, b).


















≥ a + b
































































≥ K(a, b) za a = 7 i b = 1. Dokazat ćemo da ova nejednakost
vrijedi za sve pozitivne brojeve a i b .
1 Autor je profesor matematike u srednjoj školi u Gornjem Milanovcu.
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≥ K(a, b) .





























a3(a + b) + b3(a + b) − (a2 + b2)2
ab(a + b)
=


































Dokaz 2. Nejednakost (1) je redom ekvivalentna s
a3 + b3 ≥ ab
√
2(a2 + b2)
⇐⇒ (a3 + b3)2 ≥ 2a2b2(a2 + b2)
⇐⇒ a6 − 2a4b2 + 2a3b3 − 2a2b4 + b6 ≥ 0
⇐⇒ (a6 − a4b2) + (b6 − a2b4) − (a4b2 − 2a3b3 + a2b4) ≥ 0
⇐⇒ a4(a2 − b2) + b4(b2 − a2) − a2b2(a2 − 2ab + b2) ≥ 0
⇐⇒ (a2 − b2)(a4 − b4) − a2b2(a − b)2 ≥ 0
⇐⇒ (a − b)2((a + b)2(a2 + b2) − a2b2) ≥ 0
⇐⇒ (a − b)2(a4 + 2a3b + a2b2 + 2ab3 + b4) ≥ 0.








≥ K(a, b) .
Nadalje, dokazat ćemo i općenitiju nejednakost.
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≥ K(a, b, c) .











3(a2 + b2 + c2). (3)
U MFL-u 4/256 (2013./2014.) , na str. 238, dokazana je sljedeća nejednakost: za









≥ (a + b + c)
2
x + y + z
. (4)



















2 + b2 + c2)2
a2b + b2c + c2a
. (5)
Iz A-G nejednakosti za pozitivne brojeve a , b , c imamo
a + b + c ≤
√
3(a2 + b2 + c2). (6)
Naime,
(a + b + c)2 ≤ 3(a2 + b2 + c2) ⇐⇒ ab + bc + ca ≤ a2 + b2 + c2
⇐⇒ 1
2
((a − b)2 + (b − c)2 + (c − a)2) ≥ 0.
Pokazat ćemo da vrijedi
a2b + b2c + c2a ≤ 1
3
(a + b + c)(a2 + b2 + c2). (7)
Ova nejednakost je ekvivalentna sa:
3(a2b + b2c + c2a) ≤ a3 + ab2 + ac2 + ba2 + b3 + bc2 + ca2 + cb2 + c3
⇐⇒ 2(a2b + b2c + c2a) ≤ a3 + b3 + c3 + ab2 + bc2 + ca2
⇐⇒ (a3−a2b) + (b3−b2c) + (c3−c2a) + (ab2−a2b) + (bc2−b2c) + (ca2−c2a) ≥ 0
⇐⇒ a2(a − b) + b2(b − c) + c2(c − a) + ab(b − a) + bc(c − b) + ca(a − c) ≥ 0
⇐⇒ (a − b)(a2 − ab) + (b − c)(b2 − bc) + (c − a)(c2 − ca) ≥ 0
⇐⇒ a(a − b)2 + b(b − c)2 + c(c − a)2 ≥ 0,
odakle, zaključujemo da vrijedi (7).










2 + b2 + c2)2
1
3
(a + b + c)(a2 + b2 + c2)
=
3(a2 + b2 + c2)
a + b + c
≥ 3(a
2 + b2 + c2)√
3(a2 + b2 + c2)
=
√
3(a2 + b2 + c2),
tj. vrijedi (3).














a2 + b2 + c2 + d2?
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